Fonction de Takagi

Proposition — On note A la fonction 1-périodique définie par

1
Vie| < 3, Ale) = 2]

On appelle fonction de Takagi la fonction définie sur R par

fla) = Z A(pr).

p=0

La fonction f est bien définie sur R, continue et n’est dérivable en aucun point.

DEMONSTRATION

Comme A est bornée sur R, la série qui définie f est normalement convergente.
Donc f est bien définie sur R.

Comme pour tout p € N, la fonction x — % est continue sur R, par conver-
gence uniforme de la série (car normale), f est continue sur R.

Comme pour tout p € N, la fonction z — A(2Pz) est 5;-périodique, la fonc-
tion f est 1-périodique.
Il suffit donc de montrer que f n’est dérivable en aucun point de [0; 1].

Soit z € [0; 1[. On considére son écriture diadique propre :

avec ¢, € {0;1}.
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Soit p > n.
Comme 2°z,, € Net 2Py, € N, ona A(2Px,) = A(2Py,) = 0.

Soit p < n. On a I’encadrement

n

Ek " & 1 "1 1 1
0K 35S D 55 535S 2 55 t35 <5
k=p+2 k=p+2 k=p+2

Siepq1 = 0, alors

—~ & —~ & > AFaiss
A(2Px,) = A (N + Z W) = Z Py d’apres la définition de A
k=p+2 k=p+2

et
» . y - €k 1 . - Ek 1
A(2yn) = A (N + Z b s | T Z ok T gnp
k=p+2 k=p+2
D’ou
A(2Py,) — A(2Pz,) =

=

Sie,1 =1, alors

n

1 " Ek 1 €k
A(2x,) = A <N+§+ Z 2k—p> - ‘_§+ Z 9k—p

k=p+2 k=p+2
et
1 "L & 1 1 "L e 1
'4 — / _ — |
A<2yn)—A<N+2+Z2k—p+2n—p>_‘ 2+22k—p+2n—17'
k=p+2 k=p+2
D’ou !
A(2Py,) — A(2Px,) = -
Donc dans tous les cas
—1)ep+1
A(2Py,)) — A(2P,) = (2%_73
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On en déduit que

Flya) = flaa) = 2 (A%’;yn) _ 2pyn )

—_

— €P+1

=0

=

Donc
1

S (yn N

y — Tn

1)+ diverge lorsque n — +00.
=o

bS]

On suppose que f est dérivable en .
Comme [ est continue sur R et dérivable en z, d’apres la formule de Taylor-
Young,

Flew) = f(@)+ @) @ — )+ ofz, — )
f(yn) nﬁioo f(I) + f/(x)(yn - LE) + O(yn - :L")
Donc
Sln) = flen) (@) (yn — 2) + 0(yn — 2) — ['(@) (20 — x) — o(2n — )
Yn — T n—s+oo Yn — Tn

/ 2—n 2—71
— f(@)2™" + of )car |y — x| < 27" et |z, — 2| <
n—+o0o 2—n

f'() +o(1).

—n

n—-+o0o

Contradiction avec la divergence de cette suite.

Donc f n’est pas dérivable en . 0
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